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Résumé 

Nous proposons une preuve élémentaire de la caractérisation des hypersurfaces 
sphériques comme les seules hypersurfaces strictement pseudoconvexes de C*^ possé- 
dant des germes de difïéomorphismes contractants. A la différence de démonstrations 
antérieures, notre approche n'utilise pas la théorie de Chern-Moser et repose entière- 
ment sur les techniques de dilatations de coordonnées de Pinchuk. Nous donnons 
également quelques applications de ce résultat. 

Introduction. 

Dans cet article, nous étudions la géométrie CR des hypersurfaces strictement pseu- 
doconvexes de C'^ au moyen des techniques de dilatations de coordonnées introduites par 
Pinchuk ([21], 1978). Nous nous intéressons à la question suivante : un germe d'hypersur- 
face strictement pseudoconvexe de C*^ peut-il être contracté sur l'un de ses points par une 
suite de difféomorphismes CR qui préserve l'hyper surf ace ? 

Les travaux de Chern et Moser ([12], 1974) conduisent à une liste complète d'invariants 
CR des hypersurfaces Levi non-dégénérées. Dans une situation contractante ces invariants 
sont constants et cela suggère une certaine homogénéité de la surface. Ainsi, Webster ([23], 
1974), Burns-Shnider ([11], 1977), Beloshapka ([5], 1977) et Loboda ([16], 1979) établirent 
le résultat suivant : 

Théorème 1. Soient S et S' deux hypersurfaces strictement pseudoconvexes deC^ (éventuelle- 
ment à bord). S'il existe une suite {fn)n de difféomorphismes CR de S à valeurs dans S' 
qui converge localement uniformément vers un point de S' alors S est localement sphérique, 
i.e. localement CR-difféomorphe à un ouvert de la sphère euclidienne. 

La démarche de Webster et Burns-Shnider est la suivante. La résolution du problème 
de G-structure effectuée dans [12] produit un tenseur CR-invariant nul si et seulement si 
l'hypersurface est sphérique. Dans le cas non-sphérique, une normalisation de cet invariant 
conduit à la réduction du groupe structural de l'hypersurface à U{k—1). Plus concrètement, 
ceci montre l'existence d'une distance CR-invariante sur les hypersurfaces non-sphériques 
et interdit donc tout comportement dynamiquement contractant. Beloshapka et Loboda 
déduisent quant à eux ce théorème d'une étude de l'action des difféomorphismes CR sur 
les chaînes, et plus précisément d'un résultat de linéarisation locale du groupe d'automor- 
phismes CR de l'hypersurface ainsi qu'au théorème 1. 

Un analogue de ce théorème pour les biholomorphismes des domaines est le théorème de 
Wong-Rosay. En 1977, Wong [24] caractérisa la boule unité parmi les domaines strictement 
pseudoconvexes bornés de C'^ comme étant le seul à posséder un groupe d'automorphismes 
non-compact. Rosay donna une version semi-locale de l'argument de Wong ([22], 1979), puis 
Pinchuk en donna un démonstration basée sur les techniques de dilatations de coordonnées. 



Théorème (Wong-Rosay). Soit 17 un domaine de et {fn)n une suite d'automor- 
phismes de îî. S'il existe un point zq E Cl dont l'orbite {fni^o)}n accumule un point au 
voisinage duquel est lisse et strictement pseudoconvexe alors ^ est biholomorphique- 
ment équivalent à la boule unité de C*^. 

Les techniques de dilatations ont également permis des généralisations de ce résultat au 
cas faiblement pseudoconvexe. Un théorème analogue a été obtenu par Berteloot [6] lorsque 
le point d'impact est de type fini dans et par Gaussier [14] dans le cas convexe de type fini 
en toutes dimensions. Bedford-Pinchuk avaient auparavant caractérisé les domaines dont 
la frontière est globalement de type fini dans ou convexe de type fini dans C'^ et dont le 
groupe d'automorphisme est non-compact ([2, 1, 3]). Ainsi notre étude est susceptible de 
s'étendre au cas faiblement pseudoconvexe. 

Résumons Le principe de notre preuve. Après les avoir prolongées en des applications 
holomorphes entre des domaines soutenus par S et 5', nous renormalisons la suite de ces 
applications en les composant au but par des dilatations anisotropes bien choisies (partie 1). 
Le problème est alors de voir que la suite renormalisée converge vers un biholomorphisme 
entre le domaine source et un ouvert de la boule soutenu par une portion de la sphère (partie 
3). La difficulté principale est de s'assurer de la non-dégénérescence de l'application limite. 
Ce problème ne se présente pas dans la situation de Wong-Rosay. Nous le surmontons en 
quantifiant la dilatation des applications CR (partie 2). Ceci se révélera également utile 
pour les applications que nous présentons dans la partie 4. 

Je tiens à remercier François Berteloot pour son aide lors de la rédaction de cet article. 

Notations et conventions : 

• Pour z E C'^ {k > 2), nous noterons z = {zi,z'), où zi G C et z' G C'^"-^. 

• Pour une hypersurface réelle lisse M de C'^, on note SVC{M) l'ensemble des points 
de stricte pseudoconvexité de M. 

• Lorsque M est une hypersurface réelle lisse strictement convexe de et q est un 
point de M, on note : 

- N{q) le vecteur unitaire normal à M en g dirigé vers la partie convexe de C'^\M, 

- Kq la forme linéaire Aq(-) = {N(q), •), 

- qe le point q + sN{q), 

- B^{q) la boule centrée en q^ et de rayon e ; cette boule est tangente à M en q, 
B+{q) :=B,(g)n{A,>e}. 

• Lorsque Q et fi' sont des domaines de C*^ et U est inclus dans 60, nous dirons 
qu'une application F de O dans Q' est propre relativement k U si F G C°^(riU U) et 

F{U) c bn'. 

. Enfin, lorsque D est un domaine de C'^, et A G M, nous noterons 

Dx:= Dn{Rezi < X} := D D {Re zi > \} 

[bD]^ := bD n {Re z^ < A} J := bD H {Re zi>X}. 

1 Renormalisation de la suite /„. 

Commençons par décrire et simplifier la situation géométrique sous-jacente aux hy- 
pothèses du théorème 1. 

Appelons a le point de S' vers lequel (/«)« converge. Soit p un point de S. Le but est 
de trouver un voisinage de p dans S qui est CR-difféomorphe à un ouvert de la sphère. 
Ce problème ne dépend évidemment pas des systèmes de coordonnées holomorphes en p et 
en a. Comme les surfaces S et S' sont strictement pseudoconvexes, on peut les supposer 



strictement convexes sur des voisinages U2 et U' de p et a respectivement. De même, on 
peut supposer Ap = = Re^i, U2 = S {Re^i < 2} et U' = S' D {Re^i < 1}. Il existe 
alors deux domaines bornés de C*^ strictement convexes, Cl et J7' tels que U2 = [bU]2 et 
U' = [bn']i. 

Quitte à éliminer de la suite {fn)n un nombre fini d'éléments, on peut supposer que 
fn{[bCl]2) C U' pour tout n G N. Les théorèmes classiques de prolongement des applications 
CR (voir [10], chap. 15) montrent que /„ se prolonge en une application holomorphe de 
CI2 dans C'^ que nous noterons abusivement /„. Comme Q'i possède une fonction p. s. h 
définissante p, le principe du maximum appliqué aux restrictions de po/„ sur les hyperplans 
complexes {zi = c} assure que /n(f^2) C Cl^. Un argument similaire prouve que la suite 
(/n) converge uniformément vers a sur 

Posons enfin yo := (1, 0), ijn := fnivo), Pn ■= fnip), de sorte que y„ et Pn tendent vers 
a. La figure 1 illustre la situation. 



— Re zi = 1 
U' = [60'] 1 



FiG. 1 - Situation géométrique du théorème 1. 



1.1 Dilatations de coordonnées. 

Nous décrivons une technique de dilatation de coordonnées naturellement associée au 
couple {pn, Un) - Elle procède d'une légère modification de la méthode introduite par Pinchuk 
(voir [19, 8]). On peut supposer que U' possède une fonction définissante x donnée par : 

X{z) := -Rezi + ||2;||^ + a(2;)||2;f où a{z) G 0(1). 

L'opération de remise à l'échelle en g € [/' de paramètre e, notée Tlq^e, consiste en une com- 
position de deux biholomorphismes de C^, et D^, et d'une transformation birationnelle 
$ de C'^ : 

7^g,e = $ o o ^Tg. 

. est la composition d'une translation qui envoie q sur l'origine et d'une transformation 
unitaire de C'^ qui rend horizontal le plan tangent à 60 en g (i.e. défini par Re2;i = 0). 
Dans ces coordonnées, Xg := X o "^'^ est de la forme : 

Xq{z) = -Rezi + Qq{z) + aq{z)\\zf (1) 

où Qq est le hessien réel de Xq en 0. Il s'agit d'une forme quadratique réelle définie pos- 
itive sur C'^ = M^'^ car U' est strictement convexe. La fonction aq{z) est majorée sur Cl'^ 
indépendamment de q E U' car bCl' est C^. Remarquons que '^a = Id, Qa = || ■ Il et que les 
applications q 1-^ '^q et q 1-^ Qq sont continues en raison du caractère lisse de U' . 

• Ds est la dilatation anisotrope C-linéaire 




Il s'agit d'un changement d'échelle naturel associé à la stricte pseudoconvexité. Un calcul 
simple montre que la fonction définissante Xq,e de D^o'^ q{U') définie par Xq,s '■= ~Xq°Dë^ 
s'écrit : 

XqA^i^^') = ZI + Q,((0, z')) + 0{^/I). 
• $ est la transformation de Cayley 



qui transforme S := {Rezi > \\z'\\'^} en B := + Wz'W"^ < 1}. Remarquons que 

De ° ^q(^0 est inclus dans le demi-espace {Rezi > 0} en raison de la convexité de Q' . La 
transformation TZg^e = $ o o est par conséquent bien définie sur 

Nous allons maintenant définir une suite de remises à l'échelle TZn ■= Tlp„,en associée à 
la suite (pn^yn) voir la figure 2. A cet effet, observons que {TZ~l{{Re zi = 0}),e > 0} 
définit un feuilletage de C^\T^b^' dont les feuilles sont des cylindres euclidiens centrés en 
T^bn' : 

Fq,e ■■= ^^.'({Rezi = 0}) = {ze C^ diz,jfbn') = e}. 

En raison de la convexité de O', tout point z £ Q' appartient à une unique feuille -^^,£^(2), 
eq{z) > 0. Ceci nous permet d'énoncer la définition suivante : 

Définition 1.1. La remise à l'échelle TZn associée à la suite {pn,yn) est définie par TZn '■= 
'^P'n,£n OÙ En ■■= ^pniVn) est l'unique réel tel que yn G Fp^,e„- On pose Fn := TZn ° fn, 
■= T^n{^') et yn := TZn{yn)- 

Grâce à ces choix nous disposons d'une suite d'applications Fn telles que (voir fig. 2) : 

Fn : ^^2 

p ^ a = (-l,0) 

yo I — yne{Rezi = 0}. 

Notons que la convergence de Pn et yn vers a implique que Ep^yn) tend vers 0. Il est 
bien connu que la suite de domaines Q,n tend vers la boule B au sens sur les compacts de 
'C^^'^\{zi = 1}. L'objet de la proposition suivante est de mieux contrôler cette convergence. 
Ceci se révélera utile dans la troisième partie. Commençons par observer que est inclus 
dans toutes les paraboles tangentes à bVi' de courbure assez petite : 

Lemme 1.2. // existe une constante c > telle que ^q{VL') C {Rezi > c||2;|p} pour tout 

q e bn'. 

Preuve : Raisonnons par l'absurde, supposons qu'il existe une suite de réels Cn qui tend 
vers et des points distincts Pn,p'n € ^Q,' tels que p'„ € "Pn := "^p^ {{^^ ^1 > '^n||^|P}) 
(Pn est une parabole tangente à bfl' en pn). Comme bQ' est compact, on peut supposer 
que Pn et p'^ convergent vers deux points p,p' G b^l' . Nous allons montrer que p p' . Ceci 
contredira la stricte convexité de 0' puisqu'alors p ^ p' E Tpb^' Hb^l' (la suite de paraboles 
T'n converge sur les compacts vers TpbQ' car c„ tend vers et Pn tend vers p). 

On peut évidemment supposer que p = 0. Rappelons que (1) donne l'expression d'une 
fonction définissante de 'i/glU') pour q G U' . Pour q suffisamment proche de l'origine, on 
peut supposer que Qq{z) > l/2||zp. Il existe donc un voisinage B de l'origine dans C*^ tel 
que 

WzP 

^q{n'nB) c {Rezi > 



Comme c„ tend vers 0, le point p'j est hors de B donc p' ^ P- □ 

Nous dirons qu'une suite de domaines converge vers un domaine D au sens sur 
un compact K si K H Dn tend vers K H D au sens de la topologie de Hausdorff et si les 
fonctions définissantes Xi,n de Dn sur les ouverts Ui d'un recouvrement de D convergent 
en norme vers des fonctions définissantes Xi de D nUi. 

Proposition 1.3. La suite de domaines converge vers B au sens sur les compacts 
deC^{(l,0)}. 

Preuve : Les domaines 0„ sont de la forme 

où Sn tend vers 0. On sait que la suite de domaines D^^ o ^'^^(O') tend vers S au sens 
sur les compacts de C'^ (voir [19]) et que la transformation de Cayley $ transforme S en B 
en faisant correspondre l'infini à {zi = 1}. Il suffit donc de vérifier qu'il existe une fonction 
r{ô) tendant vers avec S telle que : 

Un n {\zi - 1| < (5} C B[{1, 0),r{ô)] Vn e N. 

Or ceci résulte du lemme 1.2. En effet, d'après ce lemme, il existe c > tel que î'p„(îî') C 
{Rezi > c||2:'|p} pour tout n G N. En outre, on vérifie aisément que $ o De„{{Re zi > 
<^lk'lP}) — '■= {l^iP + < 1}. L'inclusion attendue résulte alors immédiatement 

de 

îîn n {\zi -i\<ô}cEcn {\zi - 1| < ô}. 

□ 

La figure 2 décrit le procédé de remise à l'échelle. 




FiG. 2 - Situation après remise à l'échelle "au temps" n. 

Observons que la normalité de la famille résulte de la proposition 1.3 puisque 
celle-ci implique que est une suite de domaines uniformément bornés. 

Corollaire 1.4. La famille (Fn) est normale. Quitte à extraire, on peut supposer que 
converge uniformément vers F : — > B sur les compacts de Çl2- De plus l'alternative 
suivante a lieu : soit F est à valeurs dans B soit F(Çl2) est un point de bB. 
Remarque 1.5. L'image de U' par la remise à l'échelle en q c::i a et de paramètre £ <C 1 
est une hypersurface à bord de C*'. Son bord est non vide et inclus dans un voisinage de 
(1,0) dont le diamètre tend vers avec e. 

1.2 Réduction du problême. 

La preuve du théorème 1 consiste à montrer que F„ converge vers un biholomorphisme 
d'un voisinage de p dans O sur un voisinage de (—1,0) dans B. Nous réduisons ici ce 
problème à l'étude de la convergence des applications F^ et de leurs inverses G„. Montrons 
tout d'abord comment définir ces inverses. 



Lemme 1.6. Soient D et D' deux domaines à bords lisses de . On suppose que Di et D[ 
sont connexes, non vides et que [bD]i, [bD'ji sont strictement convexes. Soit F : Di — > D' 
une application holomorphe propre relativement à [&i^]i telle que F{\bD\{) C SVC{bD') . 
Alors F est un difféomorphisme local sur Di. De plus, si F est injective sur [bD]i et si 
F{[bD]i) D alors F{Di) D D[ et il existe un inverse à droite de F défini sur D[. 

Preuve : Notons tout d'abord que si F n'était pas un difféomorphisme local sur Di alors 
le lieu critique {JacF = 0} serait un ensemble analytique dont l'intersection avec [bD]i C 
SVCibD) serait vide [20]. La fonction — Rezi violerait le principe du maximum sur cet 
ensemble analytique. 

Comme \bD\i est formé de points de stricte convexité et F y est injective, F\^[bD\i est un 
difféomorphisme CR sur son image, qui contient \bD'\i. Il existe donc un difféomorphisme 
CR G de \bD']i dans \bD\i tel que F o G = Id. Celui-ci se prolonge en une application 
G : D'i — > D holomorphe propre relativement à \bD']i dont l'image est incluse dans Di 
d'après le principe du maximum. L'application Fo G est donc bien définie sur D'^ U \bD'\i, 
et coïncide avec l'identité sur Le principe d'unicité montre que F o G = Id^,/^. On 

en conclut que F{Di) D D'^ et que G est l'inverse de F sur D'^. □ 

Ce lemme assure l'existence d'un inverse G„ à F^ naturellement défini sur un ensemble 
maximal du type ^n,t. La définition suivante met en relief les propriétés de ces applications 

que nous aurons à vérifier : 

Définition 1.7. Nous désignerons par IC{Fn), 0{Fn), lC(Gn), 0{Gn) les propriétés suiv- 
antes : 

• JC{Fn) : Fn converge vers une application F et F(^D,2) C B, 

• 0{Fn) : il existe un réel A strictement positif tel que Fn{'^i) D ^n,\ pour tout n EN, 

n converge vers une application G et G[Bx) C O2, 

• 0{Gn) ■ il existe une fonction croissante continue X' :]0, A] — M.^ telle que 

Gn{^n,t) ^ ^A'(i) pour tout n. 

Nous sommes maintenant en mesure de formuler la réduction annoncée : 

Proposition 1.8. Si la suite de renormalisation {Fn)n et la suite des inverses {Gn)n 
vérifient les propriétés IC{Fn), 0{Fn), IC{Gn), 0{Gn) alors l'application limite F -.0,2^ B 
se prolonge en un CR- difféomorphisme entre un voisinage de p dans [bft]i et un voisinage 
de (—1, 0) dans bB. 

Preuve : D'après l'hypothèse 0(F„) et le lemme L6, G„ est définie sur ^n,x et y vérifie : 

FnoGn= Id. (2) 

On déduit immédiatement de (2) et de l'hypothèse 0{Gn) que Fni'^yi^t')) ^ ^n,t' pour t' < 
t < X. Compte tenu de l'hypothèse /C(F„), cela donne à la limite : C B^DB C B^. 

On en déduit par continuité de A' que : 

F(Qy(t)) C Bt pour t < X. (3) 

Il résulte également de (2) que Gn o Fn = Id sur Gn{'^n,x) et donc sur ^x^x^) en vertu de 
l'hypothèse 0{Gn) : 

Gn O Fn = Id sur ^x'{t) pour t < X. (4) 

L'hypothèse /C(G„) permet de passer à la limite dans (2) car Fn converge uniformément 
vers F sur les compacts de Q2- H vient alors : 



F oG = Id sur Bt pour t < X. 



(5) 



L'inclusion (3) permet de passer à la limite dans (4) 



G o F = Id sur ÎÎA'(t) pour t < X. (6) 

L'identité (5) montre que F induit un biholomorphisme entre G{Bx) et Bx ■ 

F : G{Bx) ^ Bx. 

En outre, l'inclusion (3) et l'identité (6) montrent que G{Bx) D ^^a'(A)- Ou alors en 
mesure de montrer que F se prolonge en un difféomorphisme d'un voisinage de p dans 
hO. sur un voisinage de (—1,0) dans hB. Les frontières étant strictement pseudoconvexes 
en p et (— 1, 0), un théorème de Bell [4] stipule que le prolongement différentiable est une 
conséquence du prolongement continu. Fixons —l<t<\ arbitrairement proche de — 1. 
Pour n assez grand Xn € ^\i[t) et donc, compte tenu de (3), F{xn) £ Bf. Ainsi F{xn) tend 
vers (—1,0) lorsque x„ tend vers p et cela entraîne le prolongement hôlder continu de F à 
bÇl autour de f [7]. □ 

Notre objectif est de vérifier les propriétés "/C" et "O" pour les suites F„ et Gn- Il 
s'agit de propriétés de compacité de suites d'applications respectivement à l'intérieur et au 
bord des domaines. Nous mettons au point dans la partie suivante des estimations sur les 
dérivées et les images des applications CR qui nous permettront de les établir. 



2 Préliminaires techniques sur les applications CR. 

Nous introduisons dans cette partie une distance qui présente l'avantage d'être plus 
adaptée à la géométrie des applications CR tout en définissant la même topologie que la 
distance euclidienne sur les hypersurfaces strictement pseudoconvexes. 

Soit X une sous- variété lisse de C'^, x et y deux points de X. On appelle chemin 
complexe entre x et y tout chemin 7 : [0, /] — > X joignant x à y, par morceaux, et tel 
que 7(t) G '^^{t)^ °û cela fait sens. On note £(7) la longueur euclidienne d'un tel chemin. 
Pour x,y & X, on définit la distance CR entre x et y par : 

d'x^{x,y) := inf{^(7), 7 chemin complexe entre x et y}. 

En l'absence d'ambiguïté, on ne précisera pas la dépendance en X de d'^^. Les boules 
correspondantes de centre x et de rayon S sont notées B^{x,ô). 

Les distances euclidienne et CR sont fortement reliées dans les hypersurfaces minimales 
{i.e. ne contenant pas de bout d'hyper surf ace holomorphe). En particulier, les grandes 
boules CR contiennent de grandes boules euclidiennes. Pour les hypersurfaces strictement 
pseudoconvexes, cette propriété est un cas particulier très simple du théorème 4 de [17]. 

Proposition 2.1. La topologie associée à la distance CR coïncide avec la topologie usuelle 
sur les hypersurfaces strictement pseudoconvexes lisses de C^. En particulier, tout ouvert 
borné d'une telle hypersurface est d'^^-borné. 

Le résultat principal de cette partie est une version quantifiée du principe suivant : 

"Une application CR est une dilatation pour la distance CR." 

Compte tenu de la proposition 2.1, ce principe implique que les images des applications 
CR contiennent naturellement de "grands" ouverts euclidiens. Il est régi par le lemme de 
Hopf, qui permet de minorer les dérivées des applications holomorphes propres. 



Lemme 2.2 (Hopf). Soit D un domaine de C*^ et x & ^^{^) une fonction p. s.h négative 
sur D et nulle en q E bD. Soit e tel que B^{q) d D et M := mm{|x(z)|, z G B^{q)]. Alors 

. . Mt , , M 

X{qt) < --^ pour t<e et donc ||Vxw)|| > — • 

Preuve : Soit le paramétrage unitaire du disque complexe de centre q^ passant par q, qui 
envoie q^ sur et ç sur —e. Dans ce paramétrage, B+(g)nDe correspond à B^nlRez > 0}. 
La restriction x de x à De est une fonction sous-harmonique négative sur vérifiant 
X{qt) = x(-e + <), x(ee^^) < -M pour 9 G [-§ , f ] et x(-£) = 0. Un calcul facile sur le 
noyau de Poisson donne donc : 

xta) = x(-. + t)< è£p^^|f|^x(-")<» 

e^-{£-tf ,^ Mt{2e-t) Mt 



□ 

Nous combinons à présent le lemme de Hopf à une propriété de transfert d'estimations des 
dérivées normales aux dérivées tangentielles complexes pour obtenir la version du principe 
énoncé ci-dessus qui nous sera utile. 

Lemme 2.3. Soient Q., Q. des domaines de à bords lisses et U un ouvert relativement 
compact dans SVC{bVt). Soit W un ouvert de SVC{hÇl) tel que K-x est positive sur Vt pour 
tout X & W. On note ki et K2 la plus petite et la plus grande des valeurs propres de la forme 
de Levi sur U etW . Soitp EU et e,T deux réels strictement positifs tels que B'-^^{p, r) U 
et Bs{q) C pour tout q G B^"{p,t). 

Soit F : n — > n, une application holomorphe propre relativement à U telle que F{p) G 
W . On définit 

M :=min{\K{z)\, x^W, zEF{ |J 
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La preuve comporte deux étapes. Dans la première, le lemme de Hopf est utilisé pour 
minorer les dérivées tangentielles complexes de F sur la préimage de W. La seconde étape 
consiste à intégrer ces estimées. 

Preuve : Estimations des dérivées de F. Soit q un point de U tel que F(q) G W . Montrons : 



\F'iq)u\\ > 



Kl M 
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yu G T^bn. (7) 



Le lemme 2.2 appliqué à la fonction — A^(ç)oF fournit l'estimée || V [ ^F{q) ° Il ^ |f ■ 

Comme VAF(q){F{q)) = iV(F(ç)), on a : 

n,{F) := {F'{q)N{q),N{F{q))) = dAp^^^[F' {q)N{q)] = ||V[A^(,) o F]{q)\\ > ^. (8) 



Notons jC.{(I), a, u) la forme de Levi en a d'une fonction (p, appliquée à un vecteur u. 
Comme W est lisse, il existe une fonction définissante de O au voisinage de F{q), qu'on 



peut supposer de gradient normé en F{q) : Vip{F{q)) = N{F{q)). Comme pour (8), on 
voit qu'alors ||VV' o -^(ç)!! = De plus, ip o F est une fonction définissante en q, au 

voisinage duquel bfl est strictement pseudoconvexe. Pour tout vecteur u G T^bQ, on a 
donc compte tenu de (7) : 



jC{iP o F, q, u) > Kl II V o F] (q) \\ Wuf = Kinq{F)\\ 



u 



> 



KlM 

8s ' 



\u\ 



(9) 



Par fonctorialité de la forme de Lévi et définition de «2 il vient : 

C{xoF,q,u) = C{x,F{q),F'{q)u) < K2\\F'{q)uf. (10) 
Les inégalités (9) et (10) impliquent (7). 

Conclusion. Nous intégrons à présent l'inégalité (7). Comme F(j)) appartient à W, il suffit 

1/2 \ 



de vérifier que 



bF{B^^{p,T))nB^{F{p), 



Kl M 

8k2 e 



ou encore que pour tout point x de bF{B^^{p,T)) H W, 



d^{F(p),x)> 



Kl M 

8k2 e 



T. 



(11) 



Soit X un tel point et 7 un chemin complexe de W entre F(p) et x paramétré par la 
longueur d'arc. Comme F est un difféomorphisme CR local en tout point de B'^^{p,t), on 
peut relever la composante connexe de F{p) dans ^r\F{B'^^{p, r)) en un chemin complexe 7 
tant que 7 ne sort pas de B'^^ij), r). Précisément, il existe l < £(7) et 7 : [0, ï\ — > B'^'^{p, r) 
joignant p à bB'^^{p, r) et tel que Fo^{t) = 7(i) pour tout t G [0, ï\. Comme ^{t) appartient 
à ?7 et F{'y(t)) à W pour tout t, l'estimée (7) obtenue dans l'étape précédente montre que : 



\F'{^it))u\\ > 



Kl M 

K2 8e 



yte[o,i], yueT^bn. 



Ainsi, 



i{7)>l= f\m\\dt= f\\F'{^{t)m)\\dt> 



Kl M 

K2 8e 



\m)\\dt> 



Kl M' 

K2 8e 



Puisque 7 joint p à bB'^^{p,T) et que 7 est un chemin complexe quelconque liant F{p) à 
X, on tire (11). □ 



Le lemme 2.3 permet donc d'estimer la taille de l'image d'une boule B^^{p,t) par une 
application holomorphe propre en fonction de son comportement sur 

A{p,T):= U Bt{q). 

La proposition suivante détaille les situations dans lesquelles nous allons appliquer ce 
lemme. 

Proposition 2.4. Soient J7, Q, des domaines de . soient U etW des ouverts relativement 
compacts dans SVC(bQ) et SVC{b^ï). On suppose que A-^ > sur J7 pour tout x G W . 

Fixons des points p E U, a E W et des réels eo,T > tels que B'-'^{p,T) <ë U et 
A^^{p,T)(Za. 

Soit J^p^a la famille des applications holomorphes F : U — > fi propres relativement à 
U vérifiant F{p) = a. 



1. A tout compact K de Q. est associée une constante c{K) > telle que : 

VF e J'p,a : {F{p) eW et F{A,,{p,t)) C K) =^ F{B''''{p,t)) D cr). 

2. Fixons A>0 et < rj < X. Il existe une constante c{rj) > telle que : 

Ve<£o, VFG^p,, : 

F{As{p,T)) C {Aa > A} ^ F(B^-(p,r)) D i?^«(a, n {A„ < A - r?}. 

5. 5oii y G VF\{a} et r] < d{a,y). Il existe une constante c{r]) > telle que : 
V£<eo, yFeJ^p^a : 

De plus, les constantes c{K) et c{r)) ne dépendent que des valeurs de la forme de Lévi sur 
U et W . Les points 1, 2 et 3 restent vrais pour des constantes moitié lorsque Vl, Vl sont 
remplacés par de petites perturbations au sens de Hausdorff pourvu que UetW soient eux 
faiblement perturbés au sens . 




{Aa = A} 
{A, = A - r,} 



F{AAp,t)) 
{Aa = 0} 



F{p) = a 



FiG. 3 - Situation 2 (en haut), situation 3 (en bas) 



3 Démonstration du théorème 1. 

En utilisant de façon systématique la proposition 2.4, nous allons vérifier les propriétés 
K{Fn), 0{Fn), K.{Gn) et 0{Gn)- Ceci établira le théorème 1 via la proposition 1.8. Toute 
la preuve du théorème 1 repose en fait sur l'injectivité de F„ au bord et les choix effectués 
lors de la renormalisation. 

Rappelons que Q-n converge vers B au sens sur les compacts de C^\{(1, 0)} (propriété 
1.3). Ainsi, pour n > no suffisamment grand, [6îîn]3/4 est strictement pseudoconvexe et Aj, 



est positive sur pour x G [6il„]3/4. Le domaine étant quant à lui fixé et strictement 
convexe, la proposition 2.4 s'appliquera donc avec {Î7, W} := \bVLn]i/4]- 

3.1 Preuve de "/C =^ O". 

K.{Fn) => : Appliquons le point 1 de la proposition 2.4 à F„ en prenant U := bQi 

et Wn ■= [6fi„]3/4. Comme Fn{p) = a et qu'en vertu de l'hypothèse /C(F„) F„(v4£g(p, r)) 
tend vers F{A^q{p,t)) 5, on obtient : 

Compte tenu du lemme 1.6 il sufiit alors de vérifier qu'il existe A > tel que S™ (a, cr) D 
[6r2„]A pour tout n G N. Or ceci résulte immédiatement du fait que Wn converge au sens 
vers [65] 3/4. □ 

Lorsque 0{Fn) est vérifiée, le lemme 1.6 assure l'existence d'un inverse à droite G„ pour 
Fn défini sur ^n,\- Cette suite d'applications est normale car elle prend ses valeurs dans 
Oi, on peut donc la supposer convergente vers une application G : Bx — > Oi. Comme 
ci-dessus, nous allons montrer que si G est à valeurs dans ^2 alors 0{Gn) est satisfaite. 

K{Gn) =^ 0{Gn) ■ Appliquons le point 1 de la proposition 2.4 à G„ en prenant Un ■= 

[bftn]x et W := [60]2. Comme Gn{p) = a et qu'en vertu de l'hypothèse K{Gn) G„(^£p(a,r)) 
tend vers G(y4£o(p, r)) ë Î7, on obtient : 

Gn{B^lM) D B^{p,ct) \/t < T. (12) 

Par ailleurs, la distance CR majorant la distance euclidienne, on a B^^{a,t) C [6i7„]i. De 
plus, B'^^{p, t) D [bO,]j^f2 où A désigne le minimum des valeurs propres de la forme de 
Levi de [bft]i (il s'agit d'un cas particulier très simple du théorème 4 de [17]). La propriété 
0{Gn) découle alors de (12) et du lemme 1.6. □ 



En remplaçant p par un point arbitraire q G \b^\i dans la preuve de /C(-F„) =^ 0{Fn), 
on obtient une propriété légèrement plus forte que 0{Fn)- Celle-ci nous sera utile pour 
établir K{Gn)- 

Lemme 3.1. Si K.{Fn) est vraie alors il existe des constantes c, r > telles que pour tout 
q G et n suffisamment grand, 

Fn{q) e mnh/A =^ Fn{B^''{q,T)) D B^S^^^^yniq),CT). 

3.2 Preuve de /C(F„). 

En raison de l'alternative régissant la convergence de F„ (corollaire 1.4), il suffit d'établir 
que dans la situation décrite dans la première partie, jjn = -^n(yo) reste dans un compact 
de B. Raisonnons par l'absurde, supposons que y„ tende vers Uoo £ bB. La suite (F„) 
converge alors localement uniformément vers yoo (corollaire 1.4). A e > correspond donc 
un entier tel que Fng{As[p, r)) C B{yoo-> 1/4). En appliquant le point 3 de la proposition 
2.4 à Fn^ avec U := [bÙ\i, Wn^ := [bClneh/4, r? = 1/4 et {a, y) := (a,î/oo), on obtient : 

Fn,mW D B^^^ (a, ^) \B{y^, i). (13) 



Comme les [5r2„]3/4 tendent vers [6i?]3/4 au sens C^, leurs diamètres CR sont uniformément 
borné. Il s'ensuit que pour e suffisamment petit, (13) donne : 

FnAm]i) 3 mnÀ^/i \B{yoo, l). (14) 

Dorénavant, £ est fixé et nous noterons n au lieu de n^. L'application Fn\[bn]2 étant un 
difféomorphisme sur son image, Fn{[bft]i) est contractile. Alors (14) montre que F„([6îî]i) 
doit contenir [6il„]3/4. Il vient donc : 

b[Fn{[bn]i)] = Fn{bnn{Rezi = l}) C [6Ô„]+/4. (15) 

Cette inclusion conduit à une contradiction car le principe du maximum appliqué à la 
fonction — Rezi o F„ montre que F„(fi H {Rezi = 1}) C ^^3/4 alors que par construction 
Fn{yo)e{Rezi = 0}. □ 

3.3 Preuve de /C(G'„). 

Définissons A„ := sup{t € R | F„(r2i) D ^n,t}- Comme F est un difféomorphisme local 
sur r^i (lemme 1.6), le bord de F„(r2i) dans r2„ est inclus dans -Fn(^ H {Re2;i = 1}). Par 
définition de A„, 

inf (Rezi o F„(x), x efiCi {Rezi = 1}} = A„. 
Le principe du maximum appliqué à — Rezi o Fn sur H {Rezi = 1} montre donc : 

3z'^ G {Rezi = 1} n bn, Fniz'J G {Rezi < A„}. (16) 

Puisque /C(F„) et donc 0{Fn) sont satisfaites, les valeurs d'adhérence de A„ sont supérieures 
à A > —1. Quitte à extraire, la suite des applications G„ converge donc vers G : — ^ 
fil, où Aoo désigne une valeur d'adhérence de A^ > A. 

Lorsque Aqo > 0, la suite y„ est compacte dans Bx^ d'après /C(F„). De plus Gn{yn) = 
yo € ^2- L'application limite G est donc à valeurs dans ^2 '■ ^{Gn) est vérifiée. 

Lorsque Aoo < 0, nous prouvons ci-dessous qu'il existe une suite {xn) relativement 
compacte dans fii et une constante r/o > telles que Fn(xn) G ^n,Aoo-»?o pour n assez grand. 
Alors {Fn{xn)} B\^ d'après K,{Fn). On conclut cette fois en utilisant {Gn[Fn{xn)\) = 
{xn} (ë ^2- 



Fixons r > tel que B'^^{p,t) ê [fefi]i. Il suffit pour établir l'existence de (x„) de voir 
qu'il existe £o,r]o > tels que : 

Fn{A,^{p, t)) n fi„,A„-r,o 7^ Vn > 1. 

Raisonnons par l'absurde : supposons que pour tout e,rj > 0, il existe un entier rie tel 
que (^e(j), r)) C fi^^ -^^ En appliquant le point 2 de la proposition 2.4 à avec 

U := [6fi]i, W := [fefin]i/2 et (A, 77) := (A„j,?7) on obtient : 



Fr,^{B--ip,r/2)) D B^l^ (^a, ^) n {Re^i < A„, - r?}. 



(17) 



Comme les [6fin]3/4 tendent vers [65)3/4 au sens C^, leurs diamètres CR sont uniformément 
borné. Il s'ensuit que pour £ suffisamment petit, (17) donne : 

F„,(S«'^(p,r/2)) D[6fi„J,„^_,. 



Ceci étant valable pour r] arbitrairement petit, on obtient après extraction éventuelle 



d^^ (bF4B^^{p,T/2)),[bnn]t) 0. (18) 

De plus, on voit à l'aide du lemme 3.1 que la distance CR entre les points de bFn{B'^^{p, r)) 
et les points de Fn{B^^{p,T/2)) est bornée inférieurement par cr/2. Il vient donc de (18) 
que Fn{B°^{p,T)) contient [&îîn]A„ pour n assez grand. Avec (16), ceci contredit l'injectivité 
de Fn\u- □ 

4 Applications. 

Cette partie comporte trois applications du théorème 1. La première est un résultat de 
Wong-Rosay local, la deuxième concerne l'étude de la dynamique des applications holo- 
morphes propres et la dernière un résultat bien connu de la géométrie CR. 

4.1 Une version locale du théorème de Wong-Rosay. 

Théorème 1'. Soient Çl, O' deux domaines de pseudoconvexes à bords lisses et U un 
ouvert de SVCib^ï). Soit {fn) n une suite d'injections holomorphes de dans îî' propres 
relativement à U. S'il existe un point yo ^ ^ dont l'orbite (/n(yo))n accumule un point 
y € SVCipri'), alors U est localement sphérique. 

Remarque 4.1. Si les fn sont des surjections alors il s'agit du théorème classique. 

Par souci de lisibilité, nous appellerons dans cette preuve ordonnée d'un point z = 
{zi, z') G C'^' la partie réelle de zi. 

Preuve : On peut bien entendu supposer que U est connexe. Si converge localement 
uniformément sur U vers y alors le théorème 1 s'applique et assure que U est sphérique. 
Sinon il existe jo G t/ et des points pn G U qui tendent vers p tels que les fn{pn) restent loins 
de y (quitte à extraire). La sphéricité de U découlera alors immédiatement des assertions 
suivantes : 

la composante connexe Cy de y dans SVC{bQ.') est sphérique, (19) 
fn : U — > Cy est un difféomorphisme CR. (20) 

Une estimation classique de la métrique de Kobayashi au voisinage de y [15] montre 
que fn converge uniformément vers y sur les compacts de fi. Quitte à restreindre il et 
à effectuer un changement de variables, on peut donc supposer que p = y = 0, Tpbft = 
Tybft' = {Rezi = 0}, U = b^i, yo = (1/2,0) et fnivo) € îî^. On notera aussi l'ordonnée 
du point Pn- 

Comme y G SVCifjQ,'), il existe une fonction p.s.h x définie sur Q' , continue sur $7 
et présentant un maximum global strict en y. Le principe du maximum appliqué à x° fn 
sur fil n {Rezi = £„} montre qu'il existe des points p'n de mêmes ordonnées que Pn tels 
que fnijp'n) tend vers y. Or un argument dû à Fornaess [13] assure que les restrictions des 
fn à U sont des difféomorphismes CR et que fn{U) C SVC{bQ'). Ceci établit donc (20). 
De plus. Quitte à modifier pn en le déplaçant le long d'un chemin d'ordonnée constante le 
joignant à p'^, on peut supposer que fn{Pn) € b^' H {Rezi = A} et converge vers un point 
a. 

Pour prouver que Cy est sphérique, il convient de noter que les fonctions pics de classe 
que possèdent les points de Cy peuvent remplacer les fonctions Ag dans le lemme 2.3 
et donc dans le point 3 de la proposition 2.4. Un argument identique à celui utilisé pour 



prouver K,{Fn) avec {pmCL,yçi,y) en place de {p,a,yo,yoo) montre que fn{b^ô) contient 
Cy,e ■= {P ^ Cy \ d{p,bCy) > e} pour 6,£ arbitrairement petits pourvu que n soit assez 
grand. Ceci signifie que la suite des inverses gn des difféomorphismes CR /n|bQi converge 
uniformément vers p sur Cy^e- D'après le théorème 1, Cy^e est sphérique. On en déduit la 
sphéricité de Cy, c'est-à-dire (19), en faisant tendre e vers 0. □ 

4.2 Dynamique des applications holomorphes propres. 

Proposition 4.2. Soit vji domaine, convexe borné de à bord lisse et f une auto- 
application holomorphe propre de Q. S'il existe un point yo G fl dont l'orbite {/"(yo)} 
accumule un point y de l'ensemble de stricte convexité SC{bÇl) alors SC{bi}) est sphérique. 

Preuve : Les théorèmes classiques de prolongement au bord des applications holomorphes 
propres s'appliquent pour les domaines convexes à bords lisses : / se prolonge en une 
application CR de bÇ} dans lui-même [9] et / : 5C(6J7) — >■ SC{bÇl) est un difféomorphisme 
local. De plus, il a été prouvé dans [18] que /" converge localement uniformément vers 
y sur SC(bO,). Il suffit donc de voir que tout point p G SC{b^l) possède un voisinage sur 
lequel les /" sont toutes injectives pour que le théorème 1 s'applique et donne le résultat 
souhaité. 

Soit V un voisinage de y dans Cy sur lequel / est injective et Uq un voisinage de p 
relativement compact dans Cy. Il existe un entier no tel que /"(C/q) C V pour tout n > ng. 
Soit U un voisinage de p dans Uq sur lequel /, /^,...,/"° sont injectives. Montrons par 
récurrence que /" est injective sur U pour tout n. Soient x, x' e U tels que /"(x) = /"(x') 
avec n > hq. Alors f(f'^{x)) = f{r~^{x')) et p-^{x), p-^{x') G V. Comme / est 
injective sur V , on en déduit que f^~^{x) = f'"'~^{x'). En itérant ce procédé on obtient 
po^x) = /""(x') donc x = x'. □ 

La proposition ci-dessus est valable pour d'autres types de domaines, dans lesquels on peut 
assurer que l'itération de / contracte SVC{bQ) vers a [18]. En développant les idées du 
paragraphe précédent, on peut établir un résultat plus général. La technicité de sa preuve 
nous incite toutefois à ne pas la présenter ici. 

Théorème 4.3. Soit Q, un domaine pseudoconvexe de à bord lisse et f une auto- 
application holomorphe propre de Q. S'il existe un point yo & ^ dont l'orbite accumule un 
point de stricte pseudoconvexité alors SVCih^ï) est localement sphérique. 

4.3 Etude métrique des hypersurfaces strictement pseudoconvexes non- 
sphériques. 

Nous redémontrons ici un résultat bien connu de la géométrie CR (voir [23, 11, 5, 
16]) concernant le groupe d'isotropie d'un point a d'une hypersurface strictement pseudo- 
convexe non-sphérique de C*^, c'est à dire le groupe des germes de difféomorphismes CR de 
(M, a). Ce groupe occupe une place importante dans la classification CR des hypersurfaces 
puisqu'il joue un rôle de stabilisateur. Le théorème ci-dessous a deux conséquences directes : 
les hypersurfaces non-sphériques peuvent être pourvues d'une métrique CR-invariante et 
d'un champs de vecteur CR-invariant transverse à la distribution complexe. 

Théorème 4.4. Soit {M, a) un germe d 'hypersurface strictement pseudoconvexe non- 
sphérique. Soit G le sous-groupe de GLiTaM) défini par : 



G := {f'{a), où f : {M, a) — ^ {M, a) est un germe de difféomorphisme CR} 



// existe un changement de base CR de TaM, i.e. P G GL{TaM) fl GLc{T^M) tel que 



On dit que le groupe structural de la géométrie CR des hypersurfaces strictement pseudo- 
convexe non-sphériques de est réductible à U{k — 1). 

Preuve : Nous noterons ici £{a,u) la forme de Levi de M en a appliquée à un vecteur 
u G T^b^ et ses valeurs propres minimales et maximales (si u désigne un champ 

de vecteur holomorphe au voisinage de a prolongeant u, jC{a,u) = {[u,û]{a),iN{a))). Soit 
/ un germe de difféomorphisme CR de (M, a). En accord avec la partie 2, nous notons 
nf{a) := {f'{a)iN{a),iN(a)) (n/(a) est évidemment positif). Un calcul simple montre : 

C{a, f'{a)u) = nf{a)C{a, u) Vu G T^M. 

Si nf{a) < 1, il existe un entier no tel que nj(a)"'^K+K;I^ < 1. Le germe de difféomor- 
phisme 7"° vérifie alors : 

{ro'{a)iN{a),iN{a)) =nf{a)''o < 1, 

\\r°'{a)u\\^ < KZ^£{a,r°'{a)u) < nf{a)''°K+KZ^\\u\\^ < \\u\\^, 

si bien que est un germe de difféomorphisme contractant de {M, a). L'hypothèse de 
non-sphéricité de M assure via le théorème 1 de l'impossibilité de cette situation ainsi 
évidemment de celle où n/(a) > 1. On conclut donc que nf{a) = 1. Ceci a pour conséquence 
que jC{a, f'{a)u) = jC{a,u) pour u G T^M donc f'{a)\T^M une isométrie de la forme 
hermitienne >C(a, •). Si E!^ désigne une base orthonormée pour >C(a, •), et B = {iN{a),B'^), 
on a donc : 

Mat(/'(a),i3,i3) = ^ J oùAeU{k-l). 

Il suffit alors de trouver un vecteur invariant de iN + T^M sous l'action de G pour que la 
matrice de /'(a) dans la base constituée de ce vecteur et de B'^ soit telle que souhaitée. 
A cette fin, remarquons que G induit une action affine sur l'espace 

£ := {iN + M} 

qui stabilise le compact K := {[u,û]{a),u G T^M, C(a,u) = 1} {K C £ par définition de 
la forme de Levi). Le centre d'inertie de K est donc un point fixe sous l'action de G du 
type souhaité. □ 
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